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Abstract :Von Bertalanffy equation was analyzed in theory and compared for fitting with a lot of present data

between the power2exponential equation of growth and von Bertalanffy’s . It was discovered that power2
exponential growth equation was more applicable and fitting than von Bertalanffy’s and was also deduced by

modifying von Bertalanffy equation. Comparing with other eight growth mathematical models , the relation index

for fitting and applicable range of the power2exponential growth equation was the best in all models .
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　　研究鱼类生长往往需要选择适当的数学模型来处理实际数据以表征生长的某些特点 ,或用于比较生长速度 ,或用于

消除随机因素的影响 ,使生长曲线圆润化 ,以显示生长的趋势。其中受到高度重视并被广泛应用的是贝特朗菲方程 (von

Bertalanffy equation) 。然而该模型在理论上有不足之处 ,适用范围也不够理想。为此 ,取陆文杰 [ 1 ]对林木生长研究中提出

并命名的数学模型———幂指数生长方程 ,用大量的鱼类生长数据 [2 - 6 ]验证结果 ,证实该方程比贝氏方程更适于研究鱼类

生长规律。

1　材料与方法

1. 1　数据及其来源

共 124份 ,750组数据 ,主要引自参考文献[ 2 ]、[3 ]。

1. 2　数据处理

采用最小二乘法求出九种数学模型的各参数值 ,确定拟合方程。取相关指数 R作为评价曲线拟合吻合度的指标 :



R = 1 -
Σ( G - Ĝ) 2

Σ( G - �G) 2

式中 , Ĝ为各龄理论 (估计)生长量 , �G平均生长量。

2　结果

对 124份鱼类生长数据用幂指数生长方程和贝氏方程分别进行拟合的结果 ,贝氏方程不能拟合的占 21. 8 % (27份) ,

幂指数生长方程的则为 0 ,适用性较贝氏方程强。贝氏方程拟合的 R ≥0. 99的为 59. 7 % (74份) ,幂指数生长方程的为

84. 7 % (105份) ,拟合精度较贝氏方程高。因幂指数生长方程的拟合不受年龄是否成等差级数的限制 ,体长、体重数据可

分别拟合 ,不因理论极限生长量小于既有生长量而不能拟合等优点 ,可以认为 ,幂指数方程至少可以与贝氏方程媲美。

124份数据中取有代表性的 4份数据拟合比较 ,结果见表 1 ,拟合曲线图见图 1。如图 1所示 ,幂指数生长方程较贝氏方

程更贴近实测数据的轨迹 ,吻合度更高。

表 1　幂指数生长方程与贝氏方程拟合结果比较

Tab. 1　Comparison between the fitting of the Power2exponential equation and von Bertalanffy’s

序号

No.

鱼

fish

数据
data

年龄 (年) ;体长 (厘米) ;
体重 (公斤)

age (y) ; L (cm) ;
W (kg)

幂指数生长方程
power2exponential

equation

G = AeBt
C

相关指数
relation
index

RPe

贝氏方程
von Bertalanffy

equation
L = L ∞(1 - e - k ( t - t0

) )

W = W ∞(1 - e - k ( t - t0
) ) d

相关指数
relation
index

RB

1
青鱼 (内蒙岱海)
Mylopharyngodon
piceus

age : 1 ,2 ,3 ,4
L : 12 ,23. 1 ,36. 8 ,
48. 7 [1 ]

L = 0. 0000941e11. 7479 t
0. 0196

0. 9994 (L ∞< L ,Unfitting) -

2
草鱼(♂)
Ctenopharyngodon
idellus

age : 1 ,2 ,3 ,4 ,5
L : 34. 6 , 59. 8 , 67. 7 ,
73. 7 ,76. 3[2]

L = 85. 6335e - 0. 9036 t
- 1. 2798

0. 9993 L = 76. 8842(1 - e - 1. 024 ( t - 0. 6004)) 0. 9611

3
鳙 ( ♂)
Aristichthys nobilis

age : 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6 ,7 ,8
W : 0. 27 , 2. 6 , 7. 4 ,
10. 1 , 13. 5 , 16. 6 , 20 ,
21. 5 [2 ]

W = 47. 1500e - 5. 1988t
- 0. 8986

0. 9979 W =20.7616(1 - e - 0.4865( t - 0.5687)) 2.9026 0. 9868

4
鲤 (汉江)
Cyprinus carpio

age : 1 ,2 ,3 ,4 ,5 ,6
W : 0. 14 , 1. 18 , 2. 63 ,
4. 36 ,5. 33 ,6. 44 [1 ]

W = 17. 7081 e - 4. 8630 t
- 0. 8702

0. 9988 W =7.9182(1 - e - 0.4443( t - 0.3506)) 2.8422 0. 9985

3　讨论

3. 1　贝特朗菲生长方程

贝氏方程属推理型数学模型。这类模型从某些假设出发 ,通过数学推导而获得 ,试图阐述研究对象发展变化的原因

和机制。显然 ,其假设的正确与否决定了推导出的模型的适应性与吻合度的高低。贝氏方程的基本假设是 :同化作用 H

与机体有效吸收表面积 A成正比 ;吸收表面积 A与体长L 的平方成正比 ;体重 W与体长的 3次方成正比 ;异化作用 Y与

体重 W成正比[5 ,6 ]。据此推导出体长 (1)和体重 (2)方程 :

L = L ∞[1 - e - k ( t - t
0
) ] (1)

W = W∞[1 - e - k ( t - t
0
) ]3 (2)

式中 :L ∞和 W∞为体长和体重的极限生长量 ; k为常数 ; t0为体长或体重等于 0的年龄。

然而“体重与体长的 3次方成正比”这一假设颇受置疑 ,因此后来修正“3”为待定参数 d :

W = W∞[1 - e - k ( t - t0
) ] d (3)

1979 年 Pauly在贝氏方程中引进了“表面因子”D :

L = L ∞[1 - e - kD( t - t
0
)

]1/ D (4)

W = W∞[1 - e - KD
3/ d

( t - t
0
) ] d/ D (5)
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图 1　幂指数生长方程和贝氏方程拟合的

鱼类生长方程曲线图比较

Fig. 1　Comparison of curves of the power2exponential equation

and von Bertalanffy equation

○length data ; 　+ weight data ; 　- curve of P. E. ; 　⋯curve of B . E.

　　当 D = 1 时 , (5)式等于 (3)式 ;当 D = 1、d = 3 时 ,

(4) 、(5)式等于 (1) 、(2)式。因此有人把 (4) 、(5)式称作

“一般的”贝氏方程 , (3)式称作“改良的”贝氏方程 ,而原

先的 (1) 、(2)式则被称作“特殊的”贝氏方程。此外 ,为

了拟合年内的生长 ,Daget 和 Ecoutin 等人也提出了各种

修正 ,贝氏方程变得更为复杂。实际上用得较多的还是

(1) 、(2) 、(3)式。

贝氏方程有其不尽人意之处 : ①理论上 t0 > 0 ,但这

意味着 t = 0时生长量将为负值 ,拟合生长初期的数据

时吻合度往往较差。因此 ,有人认为贝氏方程只适用于

阶段性拟合而不适用于拟合生长全程。②年龄数据不

为等差数列者不能拟合。③只有体重数据而无体长数

据者无法拟合。④极限值小于既有生长量时无法拟合。

贝氏方程的不足大多源于其不当的假设。假设“同

化作用与有效吸收表面积成正比而有效吸收表面积又

与体长的平方成正比”似有不妥。鱼类主要靠肠系吸收

营养 ,其表面积不可能与体长的平方成正比。不同食性

的鱼类肠道差异极大 ,如肉食性的乌鳢 ,肠道长度仅为

体长的 1/ 3～1/ 4 ;而草食性鱼类则可达体长的十几倍。肠道比还随年龄而变化 ,如鲫体长从 0. 6cm长到 14cm ,肠道比则

从体长的 1/ 4演化到 2倍。此外 ,“异化作用与体重成正比”没有考虑年龄的影响 ;“体长与体重的 3次方成正比”并非普

遍规律。

3. 2　幂指数生长方程

幂指数生长方程同属推理型数学模型。它假设生物在一定的遗传内因和环境外因条件下 ,推动生长的“力”与阻碍

生长的“力”互相拮抗的综合影响 ,使生长全程呈 S形曲折发展。就鱼类而言 ,在一定条件下 ,体重的绝对生长率 d W/ d t

与既有体重 W成正比 ,与其衰老程度 tk
1成反比。如上述假设 :

d W
d t

=
K2 W

tK
1

成立 ,积分得出 : W = AeBt
c

　　　( B =
k2

1 - k1
, C = 1 - K1)

此为体重生长方程。又设体长与体重是幂函数关系 ,其乘幂值作为待定参数由实测数据来确定。为此 ,上式中的体

重生长量 W可用包括体长和体重的既有生长量 G代替 :

G = AeBt
c

此为广义的幂指数生长方程。

C > 0时 ,如只用生长早期数据拟合 ,是为Ⅱ型 ,曲线呈单调上升 ,具指数曲线性质 ,无极限生长量。C = 1时 ,为指数

生长方程。通常的 ,尤其对于接近生命全程的生长数据 , C < 0 ,曲线成 S 形 ,是为Ⅰ型。此时的 A 为特定条件下该鱼可

能达到的极限生长量 ,在年龄、物种相同的情况下 ,其大小可以反映出外部环境条件的好坏以及遗传性状的改变。I型方

程可进一步推导出 :

①d G/ d t 鱼龄为 t时的瞬时生长速度 ,即生长方程的一阶导数 :d G/ d t = ABCtC - 1 eBt
C

②d G/ d t/ G 绝对生长率与当时总生长量之比 ,即相对生长率 :d G/ d t/ G = BCtC - 1

③生长最快的时间 tf 即生长方程的二阶导数为 0时 t的解 : tf = ( BC
1 - C

) - 1
C

④理论经济捕捞时间 tc 即理论上的平均生长量 (一般指体重)达到最大的时间 ,也就是 d ( W/ t) / d t = 0时的 t

的解 : tC = ( BC) - 1
C

当然这种推算对于不是匀速生长的鱼类而言只是个大概的指标。

3. 3　幂指数生长方程与贝氏方程的关系

倘若将贝氏方程的原假设作以下修正 :

①保留“单位时间内体重的增长量为同化量与异化量之差”的假设 :ΔW = H - Y。
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②假设体重越大或年龄越小 ,新陈代谢越旺盛。即同化量与体重成正比 ,与年龄的 k1 幂成反比 ,异化量亦然 : H∝

Wt - k
1 , Y∝Wt - k

1 ;或 H = k2 Wt - k
1 , Y = k3 Wt - k

1。

③假设体重与体长的 d次幂成正比 ,即 :L∝W1/ d ;或 L = k4 W1/ d。

据此 ,下式 :

d W
d t

= H - Y = ( k2 - k3) Wt - k
1

成立 ,积分得出 : W = AeBt
c

因此也得出广义的幂指数生长方程 : G = AeBt
c

。

由此可见 ,修正后的贝氏方程实际就是幂指数方程。从不同的假设得出了相同的结论。

3. 4　九种生长模型的比较

以幂指数方程等九种生长模型分别拟合 124份鱼类生长数据的相关指数的平均值作比较 (表 2) ,结果显示 ,幂指数

生长方程未能拟合的数量最少 ,平均的相关指数最高 ,贝氏方程居次。若考虑到贝氏方程有 21. 8 %的资料不能拟合 ,它

的实际应用价值恐怕还不及线性方程和逻辑斯蒂方程。这说明对于不是在严格控制的实验条件下取得的生长数据 ,因

存在各种因素的巨大影响 ,不必追求过分复杂的模型。

3. 5　幂指数生长方程的应用前景

应用幂指数生长方程不仅可拟合鱼、虾、鳖、贝类的生长资料作生长分析 ,还可有更广泛的应用前景。如用于预测生

长量 ,其准确程度取决于原始资料和预测的远近。或作评价养殖环境的指标 ,在不同的地方以相同的养殖模式养殖相同

的品种 ,相同年龄条件下显示的生长差异反映出养殖条件的差异。或作种质资源监测指标 ,如珠江流域的鲮出现体长的

小型化现象 ,可视为种质衰退的信号之一。

表 2　幂指数方程等九种生长模型拟合 124份鱼类生长数据的相关指数平均值的比较

Tab. 2　Comparison of the average relation indexes of nine growth models by fitting 124 groups fish growth data

模型
model

幂指数方程
power2

exponential

贝氏方程
von Bertalanffy

幂函数
power

指数Ⅰ

exponential
指数Ⅱ

exponential
S 形

s2model
逻辑斯蒂

logistic
Gompertz

直线
line

公式
formula G = AeBt

C L = L ∞(1 - e - k( t - t0) )

W = W∞(1 - e - k( t - t0) ) d Y = AtB Y = AeBt Y = Ae - B/ t Y = 1/ ( A + Be - t) Y = A/ (1 + Be - ct) Y = Ae - Be
- ct

Y = A + Bt

相关指数平
均值
average
relation
index R

0. 9935 0. 9925 0. 9666 0. 8940 0. 9299 0. 9101 0. 9718 0. 7388 0. 9749

未能拟合数
unfitting no.

0 27 2 6 0 21 6 11 0
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